’DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS, UNIVERSIDAD DE ALCALA

Algebra (Ingenieria Informatica) Curso 2007-2008

Practica 1-1: Preliminares
EJERCICIOS BASICOS

1. (1.7:27) Dados dos conjuntos A y B, se llama diferencia simétrica de ambos, denotada
AAB, al conjunto
AAB = (AN B)U (B~ A).

Demostrar que AAB = (AU B) \ (AN B).
2. (1.8:25a—26) Sean f: A — By g: B — C aplicaciones. Demostrar que:

(a) Si fy g son inyectivas, entonces g o f es inyectiva.
(b) Si go f es inyectiva, entonces f es inyectiva y g puede no serlo.

3. Sean f : A — B una aplicacién y S C A. Demostrar que S C f~1(f(S)), y si f es inyectiva
se da la igualdad.

4. Sea f: A — B sobreyectiva (con A no vacio).

(a) Demostrar que, para z,y € A, la relacion Ry dada por

rRyy <= f(x)=f(y)

es una relacién de equivalencia en A.
(b) Dar una biyeccién entre A/Ry y B.
(¢) Si f:Z — {0,1,2,3,4,5,6} viene dada por f(z) = “resto de dividir = entre 77,

describir explicitamente la biyeccién del apartado anterior.

5. Supongamos definida una relacién de orden < en un conjunto A. Demostrar que entonces
la relacién

(a1, a2) R(B1,02) = a1 < 1y ag < o

es una relacién de orden en A x A.
Si < es un orden total en A, jlo es también R en A x A?
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. (1.7:8-9) Demostrar que
(a) AN(AuB)=A
(b) AU(ANnB)=A

. (1.7:17) Demostrar que

(a) Aﬂ(BlLJBQ):(AﬂBl)U(AﬂBQ)
(b) AU(B1NBy) =(AUB;)N (AU By)

. (1.8:12-13) Sean f : Z — Z y g : Z — Z definidas por f(n) =n3y g(n) =n?+ 1.

(a) Estudiar si son inyectivas, sobreyectivas o biyectivas.

(b) Describir las aplicaciones go f y fog y comprobar que no son iguales. (Esto demuestra
que la composicién de aplicaciones no es, en general, conmutativa).

. (1.8:25b—27) Sean f: A — By g: B — C aplicaciones. Demostrar que:

(a) Si fy g son sobreyectivas, entonces g o f es sobreyectiva.

(b) Si go f es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva pero f puede no serlo.

. Sean f : A — B una aplicacién y T C B. Demostrar que f(f~1(T)) C T, y si f es
sobreyectiva se da la igualdad.

. Consideremos la siguiente relacién en el conjunto R3:
(z,y,w) R(2',y/,w') & existe A # 0 tal que (z,y,w) = A2’ ¢/, w').
(a) Demostrar que es una relacién de equivalencia.
(b) {Cudl es la clase de equivalencia de (x,y,1)? (Y la de (z,y,0)?
. Dada la siguiente relacién en Z x Z \ {(0,0)}
(a,b) R (¢,d) <= ad = bc,

probar que es una relacién de equivalencia. ;Cuél es el conjunto cociente (Z x Z \
{(0,0)})/R?

. Dados (A1,<1) v (A2, <2) con <i, <, relaciones de orden, en A; x As se define el orden
lexicografico < mediante

o bien a1 <1 by

<
(a1, a2) = (b1, b2) <= obien a; = b1 y as <5 by

Demostrar que, efectivamente, < es una relaciéon de orden en A1 x As.

. (7.6:47) Demostrar que (N x N, <), con < el orden lexicografico, estd bien ordenado.
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1. Demostrar que AUB=B &< ACB< ANB=A

2. (1.8:32—33-36) Sean [ : A — B una aplicacién, A;, A5 C Ay By, Bs C B. Demostrar

que
(a) f(A1UAg) = f(A1)U f(A2)
(b) f(A1NAs) C f(A1) N f(Az2). Encontrar un ejemplo en que no se dé la igualdad
(¢) f7H(B1UB2) = f~H(B1) U f ! (B)
(d) 7Y BN By) = f~1(B1) N f~H(B2)
(e) f71(BY) = [f1(B)]
3. (1.8:63) Sean S,U conjuntos con S C U. La funcion caracteristica de S se define como
fs: U — {0,1}
1,sizef
v { 0,sixegS

Demostrar que para cualesquiera A, B C U y para cualquier x € U se tiene:

a) fanp(z) = fa(z) - fp(z)

b) faus(z) = fA(x)JrfB( ) = fa(z) - fB(2)

) ) =1- fa(x)

(d) fAAB(x) fa(z) + fp(z) —2- fa(z) - fB(2)

4. (7.5:45) Sea R la siguiente relacién de equivalencia en el conjunto de todas las formas
de colorear un tablero de ajedrez de tamano 2 x 2 asignando a cada uno de los cuatro
cuadrados bien el color rojo o bien el color azul: Para dos tableros C7 y Cy en esas
condiciones,

(5 puede obtenerse a partir de C; mediante una rotacién

C1,07) € R <= . . c . .
(C1, C2) o bien mediante una rotacién seguida de una reflexién.

(a) Demostrar que R es una relacién de equivalencia.

(b) ¢Cuadles son las clases de equivalencia de R?

5. (7.6:49) Un conjunto parcialmente ordenado (S,=) estd bien fundamentado si no hay
ninguna sucesién infinita decreciente de elementos del conjunto. Es decir, si no hay ele-
mentos T1,9,...,T, ... tales que -+ <z, < -+ < Ty < 1.

Demostrar que el conjunto (Z, <), donde z < y < |z| < |y|, estd bien fundamentado pero
no esta totalmente ordenado.



