Depto. de Matemdticas Célculo (Ing. de Telecom.) Curso 2003-2004

Hoja de Problemas Tema 3

(Sucesiones y series)

SUCESIONES DE NUMEROS REALES

Sean {ap }nen, {bn nen sucesiones de nimeros reales. Demostrar o refutar las siguientes
afirmaciones:
(a) {an}nen convergente, {by }nen convergente = {ay + by fnen convergente.
(b) {an}nen convergente, {by, }nen divergente = {ay, + by nen divergente.
(¢) {an}nen divergente, {b,}nen divergente = {a, + by }nen divergente.
(d) {an}nen convergente, {b,}nen convergente = {ay, b, }nen convergente.
(e) {an}nen convergente, {by,}nen divergente = {ay, by, }nen divergente.
(f) {an}nen divergente, {by }nen divergente = {ay, by }nen divergente.
Sea {a, }nen una sucesién de nimeros reales. Demostrar que:
(a) Si {an}nen es convergente con limite ¢ > 0, entonces existe ng € N tal que a, > 0
para todo n > ny.
b) Si {an}nen es convergente y existe ng € N tal que a,, < £ para todo n > ng, entonces
S g y
lim,,—o0 an, < 2.
3. Demostrar o refutar las siguientes afirmaciones:

(a) Silim,— |an| = 0, entonces lim,,_, a, = 0.
(

)

b) Si limy, 00 an, = 0, entonces lim,, .~ |a,| = 0.

(c) Silimy,— 00 |an| = ¢, entonces limy, o ay, = £.
)

(d) Silimy—o0 an = ¢, entonces lim,, o |an| = |£].

4. Demostrar, aplicando la definiciéon de limite, que:

. 3n%2+5n ) n—1
) fm e =3 b lim e =0
1 1
c) lim 327! = 40 d) {1+ =)+ (=1D)™(1 = —)}nen es divergente
n—00 n n

;Pueden existir dos sucesiones de niimeros reales con infinitos términos iguales y distinto
limite?

6. ;Pueden existir dos sucesiones de nimeros reales {ay, }nen, {bn tnen, tales que a, # b,Vn €
Ny limy, 00 ap = limy o0 0,7



7.

11.

12.

13.

Sean {ap }nen, {bn}nen sucesiones de nimeros reales positivos.

a) Si lim = probar que: lim a, = oo = lim b, = c©
n—0o00 bn n—o00o n— o0
b) Si lim 2t =0 probar que: {b,}nen acotada = lim a,, =0
nﬁaabn n—oo
a
c) Si  lim — = oo probar que: hm b, = 0o = lim a, = ©
n—oo bn n—oo
d) Si lim 2 = oo probar que: {ap}nen acotada = lim b, =0
n—oo bn n— oo
e) Si lim M =(¢eR \ {0} probar que: lim a, =00 <= lim a, = c©

n—oo b n—oo n—oo

. Determinar los puntos de aglomeracién de las sucesiones:

1 . .
sl n es iImpar 1 nm
ay = 2. b,=(14+ —)sen(—
- " {”Il sin es par = n) ( 2 )
112123 b g = A+ D ncos(tF +1)
doen={1,=,=,=, -, -, — ) =
mn 72737374?4747 mn n+2

. Demostrar que si {ay, }ren es tal que las subsucesiones {aap }nen, {a2n—1}nen convergen a

un mismo limite ¢, entonces {ay, }nen converge a £. Dar un ejemplo de una sucesién {ay, }nen
tal que las subsucesiones {azy, }nen, {@2n—1}nen converjan y {an nen sea divergente.

Estudiar si las siguientes sucesiones son de Cauchy:

k=n k=n k=n

1 1 1 n
an:Z(%—k_i_l)cos(ak), a€R, Z% Cn:Z?ﬂ—i—k

k=1 k=1 k=1

Demostrar que las sucesiones

k:2n1 k=2n 1
W=ty e
k=n k=n+1

son convergentes y tienen el mismo limite.

Estudiar si las siguientes sucesiones son convergentes y, cuando asi sea, determinar su
limite:

1
(1) ant1 =%, a1 = 5. (2) ant1= =
(3) a1 =V2, ax=1\/2+V2, —1\/2+ 2+\f
Sea {an }nen una sucesiéon de nimeros reales tal que limy, oo |GZ—:1| = a. Demostrar que si

la| < 1 entonces lim,_,o a, = 0.



14. Encontrar a y b tales que

. n+a 3n+a . n+3 bn
lim = lim
n—oo \ n+ 1 n—oo \ n + 2

15. Calcular el limite de las siguientes sucesiones:

(1) apn=1%a a>0 (2) an—ZW
T a—/n n+l | antl
(3) ap= VIEAZVRED Ly (&) a2 3T

Vntec—+vn+d 2n 4 3n

(5) an:< —i>n (6) an=Var+b* a>0,b>0

n ° 1
(7) an=0a"— 0<a<e (8) an:kzltg(rM)

SERIES DE NUMEROS REALES

16. Demostrar o refutar las siguientes afirmaciones:

(a) > o2 | an convergente, >~ b, convergente = » > (an + by) convergente.

)| Do an convergente, > o2 by, divergente = > 7 (an + by) divergente.
)| Yon2, an divergente, > > | b, divergente = Y 7, (an + by,) divergente.

( ) > o2 | an convergente, y_ 2, b, convergente = > > (an by,) convergente.

)| Dop2 an convergente, a, > 0, Y 7 | b, convergente = » >°, (a, by,) convergente.
(f) Y02 an divergente, > 7 b, convergente = Y > (ay, by) divergente.
(g) >-0°, ap divergente, Y > | b, divergente = > >° (an by,) divergente.
(h) {an}neN acotada, >, b, convergente, b, > 0 = Y > (a, b,) convergente.
)

n=1%n

(i) 3°°° | a? convergente, Y o, b2 convergente = > o (a, by,) convergente.
Demostrar o refutar las siguientes afirmaciones:
(a) Sila sucesion {ay, }nen es acotada y la serie ), - by, es convergente, entonces la serie

> n>1(anby) es convergente.

(b) Si la sucesién {a,}nen es acotada y la serie ) - b, es absolutamente convergente,
entonces la serie ) -, (anby) es absolutamente convergente.

Hallar el término general y el cardcter de una serie cuya suma parcial n-ésima es

2n
Sp = eN
" n—+1 "




19. Estudiar si son convergentes las siguientes series y en caso afirmativo calcular su suma:

1 (7) 2 — - 3 it
OIS @ X oD 3)] Sl
n=1 n=1 n=1
o0 oo [e.e]
4 1 2n + 1
4 —_ 5 log(l — —
) Z(n+2)(n+6) (5) D log1=5) 2.5
n=1 n=2 n=1
Estudiar si las siguientes sucesiones son de Cauchy
k=n k=n k=n
1 1 1 n
an:Z(%—k_i_l)cos(ak‘), a€R, by, = o Cn:Z?ﬂ—i—k
k=1 k=1 k=1
Demostrar que las siguientes sucesiones son de Cauchy:
k=n 1 n 1
1 = —_— 2 = tg(———
0 m=Y e @ w= Yy

22. Consideremos la funcién

fla) = {1 sixz € (n— #,n—k%) para algiin n € N
0 en otro caso

Demostrar que no existe lim,_, ;1 f(x) y que, sin embargo, la integral f0+°° f es conver-
gente.

Sea {a,} una sucesién de nimeros reales. Encontrar una condicién necesaria y suficiente
para que la serie de término general

[e.e]

Z(an-l-Q - an)

n=1

sea convergente. Como aplicacion, calcular la suma de

Znn—l—Q

n=1
24. Demostrar que
e.)
Z n(n+ k) ~k Z n
n=1

con k € N, justificando la existencia del primer Imembro.

25. Conocida la relacién de la suma de los n primeros términos de la serie armoénica

1 1 1
Ar=1+-+-+4+---+—=Inn+c+e,
2 3 n

con ¢ = 0,577215- - - constante de Euler-Mascheroni y lim,, €, = 0 se pide:



(a) Demostrar que
1)(n+1)

i(_)n—m

n=1

(b) Calcular el nimero de términos que hay que sumar en la serie para obtener In2 con
un error menor que 0,001.

(c) Como aplicacién del apartado a) calcular la suma de la serie

e}

1
2n —1)(2n)(2n + 1)

n=1

Sean y 7, any > .o by dos series convergentes de términos positivos y no nulos. Estudiar
el caracter de las series

@ Y 0 YT @ Y @ Y Ve @ Y-
n=1 n=1 n n=1 n n=1 n=1 " n

27. Estudiar, segtn los valores de a > 0, el caracter de la serie

0 nm
Z sen =5
na

n=1

Obtener para a = 3 el valor de su suma con un error menor que 0, 008.

28. Estudiar el caracter de las siguientes series:

o) 24 n 0o 1 0o \/ﬁ

ORD W s DV TR OB BY e
.2+ cosn n+1 2. 1+ sen(%)

(4) zjl +n (5) Zl (n ++2)n! © z:1 n? + 12
<1 <1 >, on

0 Z_‘; T+ar (®) z_:l o ©) 2_:1 COE

n=1 n=1 n=2
o0 2 o0 o0
n n+1 2n 1
13 14 -n 15
)] 3 o (9] =Ty 1) 3
oo no1 oo (Ll)n 9N gen2” o
(16) Z(lnkﬁ)ln% an > ts (18) > — 0<a
n=1 n=1
> 1 2 e 1y (1) . senn
9] > o )] (X 5) @) Y7
n=2 n=1 k=1 n=1



29. Consideremos la serie

— a > 1.
n>1

Determinar, en funcién del parametro «, el nimero de términos que es necesario sumar
para obtener la suma de la serie con un error menor que €.

30. Comprobar la convergencia de la serie

n>1

y obtener el valor de su suma con un error menor que 1073,

Dada la serie
1
2 T

n>1

comprobar que es convergente y dar un valor aproximado de su suma con un error menor
que 1072,

Hallar un valor aproximado de la suma de la serie
> (5rv3)
a1 3n+ 2
con error menor que 1073,

33. Dada la serie

Z 1:3-5----- (2n — 1)
6-11-16-----(5n+1)

n>1

demostrar que es convergente y aproximar su suma con error menor que 0.1.

SERIES DE POTENCIAS

34. Determinar el intervalo de convergencia de las siguientes series de potencias:



(10)

(13)

(16)

Considérese la serie de potencias

n

Z (n+1)2n

n>1
Z(n +27") 2"
n>1

n!

n

n

n>1

S5

n>1

2

n
D"

277,
n>1

xn

nr
n>1

(x+2)"
Z (n+1)n

n>1

(11)

(14)

(17)

n>1
Zlnn nx”
n>2
Zn! z"
n>1
n
> 5"
n>1
= 3n—+1
Z2n 1 2 (n—1)
n>1
>
= n(n+1)
Z (—1)”xn
n>1 \/ﬁ
(x+1)"
n2m
n>1

(2-3n) ,
2w

(12)

(15)

(18)

= 2n
1,2
Z(1+ 7)n "
n>1 n
= (n+1)2n
"
on
n>1
> e
n>1
>
n>1 \/ﬁ
"
en
n>1
ann—l
Z 2n —1
n>1

a) Determinar el conjunto de puntos en los que la serie es convergente.

b) Calcular la suma de la serie para x = 1.

36. Demostrar las siguientes igualdades:

[e'e) ™
n=0 n!> reR
oo (lna)” z",

L+z)* =300 (h)™,
_ (_1)n 2n+1
= 0 it

= ano z"

r € R,

a>0

e (-1,1)
e(-1,1)

€ (—1,1).

€ (—1,1).



(=)t

(&) M+ x| =35 —5—a", z € (-11).

n

)
(h) cosz = Zzozo(—l)n%’ z€R
)

2n—1

senz = Zzozl(—l)(”_l)%, zeR

()] sen?a = 5502, (-0 Zla 2R

37. Hallar la convergencia y la suma, cuando sea posible, de las series

>, zntl 2 n?-1 2 om+1 > 1
n n n—
()] Zﬁ@:ﬂ ) >t (@] (@) Y na
n=1 n=0 n=0 n=1
38. Determinar el intervalo de convergencia de la serie
e n
x
Z m, a, b > 07 a ;é b
n=1

. . . . n
m Determinar el radio de convergencia de la serie ) -, #3 y comprobar que

n TIn(l -t
sz:—/ M=ty el <1
n 0 t

n>1

40. | Determinar el desarrollo en serie de potencias de x de las funciones

(1) f(z) = arcsenz 2) ﬂm:A%T%t (3) ﬂ@=6§5§

41. Considérese la funcién f(z) = xIn(1 + 22).

(a) Determinar la serie de Taylor centrada en x = 0 asociada a f.

(b) Determinar todos los valores de x para los que dicha serie es convergente.

42. Recurriendo a un desarrollo en serie, hallar con un error menor que ¢ = 1072 el drea

limitada por las rectas t =0, x =1, y =0 y la curva y = e,

43. Determinar las series de Taylor de las funciones que se presentan a continuacién, en los
puntos que se indican.

c) f(x) =senzx a=m7/6 d) f(h) = e*th h=0
44. Verificar los siguientes desarrollos y determinar el radio de convergencia de la serie. En
cada caso dar una expresién para el término general de la serie.

T1—cost 122 1z2%* 125 r 2 127 11
e el AN yd =" 2T
(&) /0 t 202 44 66 (b) /0 sen(t”) 37317 TH1



Suponiendo que la serie de McLaurin para la funcién e® es valida para nimeros complejos,
comprobar que
e =cosx +isenzw

Considérese la funcién f(z) = arcsen x.
(a) Comprobar que

+1x3+1-3x5+1-3-5x7+ +1-3-5-(2n—1)x2"+1+
arcsenr = r + —— — — + -
22 22215 233! 7 2np)! 2n + 1

(b) Determinar el radio de convergencia de la serie de Taylor de f.

(¢) {Cuantos términos es necesario sumar para calcular arcsen(0.2) con un error menor
que 10737

(d) Calcular, con un error menor que 0.005, la siguiente integral:

1/2 arcsen r
—dx
0 X

47. Utilizar el desarrollo en serie de potencias de x de la funcién
xr
t
f(z) = / SNT g
0 t

para dar un valor aproximado de f(1) con un error menor que 1073.

Indicacién: la funcién %ﬂt no tiene una primitiva expresable en términos de funciones
elementales.

Utilizar series de potencias para expresar la integral

1/2
/ In(1 + 22) de
0

como una serie numérica. Determinar cuantos términos de la serie es preciso sumar para
aproximar el valor de la integral con un error menor que 1073.

49. Consideremos la funcién f(z) de clase C* en el intervalo (—1,1) definida por:

= [HE s o
0 siz=0
(a) Determinar la serie de Taylor con centro en x = 0 asociada a f(z).

(b) Determinar el intervalo de convergencia de dicha serie.

(c) Calcular el niimero de términos que es suficiente sumar para obtener f(0'1) con error
menor que 1075,



