Depto. de Matemdticas Célculo (Ing. de Telecom.) Curso 2003-2004

Hoja de Problemas Tema 2

(Célculo Integral)

INTEGRAL DE RIEMANN

1. Sea f: [a,b] — R una funcién continua no negativa. Demostrar que
b
/ f(x)der =0<«= f(x) =0 Vx € [a,b].
a
2. Demostrar que:
1 21 7
1. =< ——dr < —
17_/11+x4$_24 2] /
1 2
cos(ax) dx 1
dz| <1 VacR 4, < < Vi > 1
‘/0 1+z =0 7@€ 1+2n—/1 T

14+2™ = n-—

dm<ln2 Vn € N

Estudiar la derivabilidad de la funcién F(z) = [; h(t) dt siendo

[t] sit<1
h(t)y=<t> sil<t<?2
Int sit>2

Sea f continua en [—b,b]. Demostrar que
b b
/ f(x)dx:Q/ f(z)dx si f es par.
b 0
b
/ f(z)dx =0 si f es impar.
—b

5. Sea f continua en [a,b]. Demostrar que

/f )di = b+cf(x—0) /f /bf(i)dfc
/f Vda = ( a/fa+ — o)1) dz /fcxd:c—/caf(:c)d:v

6. Encontrar una funcién f y un valor ¢ tal que

r 1
/ f(t)dt:cosx—i Vz e R



Calcular el polinomio de MacLaurin de grado dos de la funcién

T1+sent
=3 —dt
f(@) +/0 2+ 2

8. Calcular f’(z) para las siguientes funciones:

1) f(a:):/ozseftdt 2) f(a:)Z/:etzdt f(l'):/j édt

9. Calcular la derivada de la funcién f(z) = ngE 22 sen(t?) dt.

10. Calcular la derivada de F'(z fo xf(t)

Demostrar que, si f es una funcién continua, entonces

[t —wae= ["([" s ar)

12. Demostrar que

1 1
/ 2™l —x)"de = / x2"(1—x)"dx Vn,m € N
0 0

Demostrar que
x
F(x):—1+/ e’ dt
0

tiene una tnica raiz real que se encuentra en el intervalo [0, 1].



CALCULO DE PRIMITIVAS

14. Calcular las siguientes integrales indefinidas:

1 1 22422 +2
1. ( — )d 9. [Ty,
/295—1 2w+ 1) / c+2
1 1
- 4 5 | ——d
/\/4—9;52 v /93:2+4 v

621 9 9
7. /de 8./ln(a + x%) dx
Zr

1
10. ——dx
/\/4+9:r2 /2334—3
et —1 z—1
13. d 14.
/ez—i—l v /3332 4o + 3

16. Tsenz dx 17.
/e

11.

19. /thxdx /tg5$sec2xdx
1

E /sen:c+cosa:dx

SenT — cos + cos( 3:0

25. /arctga:dac /arccos(?x) dx

28. /x2e_3xda:
1 1
/ da 3. / nzg
et +1

15. Encontrar una férmula de reduccién para la integral

n
x
I, = / A
Va2 — 22
y como aplicacién calcular

4
X
= [ et

29. /marcsen(:cQ) dx

/w arctg x dx

6. / earcsenx dx

/sen(lnx) dx
2
12, /Seg % da
e X
ze®
15. —d
/ (Tra2™
/x?’ sen x dx
21. /lnxdx
24. /x?’ez‘”dx
27. /C082$d$

/:Cslnazd:v

cos/x
. d
33 / NG x

Sea I, = [tg" xdx. Calcular I, I3, Iy e I5. Dar una férmula general para I,,.



17. Calcular las siguientes integrales indefinidas:

2 — 1
/de 2, /dm 3. /\/4x2+12x+5dx

24+ax+1 2+ 6x+5
dx rt -2z +1 Tz +3
P 5| [ LTy 6. [ 2T g
/1+3COS$ /x3—|—2x2—|—x . 5—dz 2 "
sen x dx cos® x
-7. —d 8. _ 9. d
- /1+sen2x o /w(m4+1) /sen4x o
dx z?
10. 11. [ tg’zd 12. d
/1:3—1 /gxm /:U3—:U2+x—1 v
B [ s 08 [t —w ] [edea
a3 — 622 4+ 122 — 8 V4 —2x — x?

2
/x2x/9x2—24:c+25dx /1+sena:dx 18. /xdaﬁ

14 cos?x (1—x)3

Y 23 —1 x?

8

APLICACIONES
18. Hallar el 4rea de la regién limitada por la pardbola y = 22 — 2z y el eje OX.
19. Hallar el area de la regién limitada por la grafica de y = senz y el eje OX en [0, 27].
Hallar el area limitada por las curvas 22 = 4y e y = x%ﬁ
21. Hallar el area limitada por las graficas de y = senx e y = cosz en [§,5%].

22. Hallar el area limitada por las curvas 42 = 1 —x, 2y = x + 2.

23. Calcular el drea de la regién encerrada por las graficas de las funciones f(z) = zlnx y
g(x) = 10e~%/2 entre las rectas z = 1 y = = 2.

Calcular el drea delimitada por el bucle de la curva y? = z(z — 2)2.

Calcular el area de la regién encerrada por las gréficas de las funciones

T T

fz) = y o gl@)=

3 —8

entre las rectas x = -1y z = 1.

Dado un cuadrado de lado L, determinar el area de la regién formada por los puntos que
estdn mas cerca del centro del cuadrado que de sus lados.



27.

28.

29.

30.

INTEGRALES IMPROPIAS

Para las siguientes integrales impropias, estudiar si son o no convergentes y, en caso afir-
mativo, calcular su valor:

400 +o0 1
/ dr 2. d—w 3. / Inxdx
1 \/.E V $3 0

/
4 dx “+oo +o0
4. / 5./ e Tcosxdr 6./ ze® dx
0 (4—x)? 0 0
|

L dx 1 +oo
/ e 8. 2’ Inxdz 9. / e Tdx
-1 0
+oo dx 6 dx +oo e—\/E
10. _— 11. _— 12.
1] [ [ e
/+OO ze~ dx 14. /+<>0 dix 15. /0 ze® dx
—00 —00 1+ 4a? —00
/+oox36_xdx /1xlnxdac /4 du
J 3y 3 A

Utilizar el criterio de comparacién en el limite para estudiar la convergencia de estas
integrales impropias:

5
AP (GG R
1 V16 — a4 o esenr—1 0 vr—senzx
* e parctan oo In(x? + 1)
4. dx 5. ——dx 6./ —dx
/0 3 +1 0 V1 + 2t e

2 i

Estudiar si el siguiente cédlculo es correcto o no:

1 —-2/3 9
—5/3 .. _ %
/_2m dz —2/3 |

Supongamos que lim, 1 f(z) = £ € R. Demostrar que si fa+°° f(x)dx es convergente,
entonces £ = 0.

Dada una funcién f : [0, +00) — R, se define su transformada de Laplace como

+o0o
C{f}(s) = F(s) = /0 F(t)e dt

si dicha integral es convergente.

(a) Calcular la transformada de Laplace de las funciones cos(wt), sen(wt) y t"™.

(b) Demostrar que, si f es continua a trozos en [0, +00) y existen M, T, c > 0, tales que
|f(t)] < Met, entonces existe L{f} para s > c.



(¢) Demostrar que, si f y sus n primeras derivadas verifican las hipdtesis del apartado
anterior, entonces

n—1

L{f ™Y (s) = s"L{f}(s) = D s" (o)

k=0
(Indicacién: utilizar induccién e integracién por partes.)

La funcién I' (Gamma) de Euler estd definida por la expresién

+oo
I(p) = / e TaP 1 dx
0

(a) Determinar el dominio de definicién de I" (es decir, para qué valores de p la integral
es convergente).

(b) Demostrar que I'(p + 1) = pT'(p) para p > 0.
(c) Demostrar que I'(n) = (n — 1)! para n € N.



