Depto. de Matemdticas Célculo (Ing. de Telecom.) Curso 2003-2004

Hoja de Problemas Tema 1

(Célculo Diferencial)

1. Hallar el supremo y el infimo de los siguientes subconjuntos de R:

{2,2'2,2/22,2'222, .. .} 2. {z|2® +5x+6<0}
1
{(=D"+—|neN} 4. {reqQ|2r*-1<15}
5. {reRNQ|z*+2<2) 6. {277 +3794+5"|p,q,7r € N}

2. Demostrar que para todo z,y € R tales que 0 < x < y se cumple que x < f% < L;ry <.

3. Demostrar que para todo = € R se verifica que ﬁ + ‘I|1+6 < %

4. Hallar los nimeros reales = que verifican:

(x+3)(x—4)

1. AL A .4 2. — 1] > 22— 4
9y _ 3, <V 3z — 1] > |2z — 4|

3. (z-2?%>1 4. Jlz=1—-|z+1| <1
€T 2 —3x

5. ’ ‘ 1 6. ‘<4
2+x< 1+ 221 —

5. Demostrar que, para todo x,y € R se verifica

[z =yl = [|z] = lyl|

6. Dibujar el conjunto
{(z,y) € R?/ |z —y| +|z| - |y| < 2}.

7. Resolver la desigualdad |z + 1| + |z — 2| < 7 y dibujar la grafica de la funcién
fx)=|z+1]+|z—2|

8. Determinar analitica y graficamente los dominios de las funciones:

1. f(z) = /1— a2 flz)=\/1-2V1— 22 3. fla)= Qfx
4. f(z) =+/senz 5. flz) = + 6. f(z)=In(z+2)+In(z—2)




9.

10.

11.

13.

14.

15.

Bosquejar la grafica de las siguientes funciones:

1. f@)=1 2. f(z)=2x+1 3. f() =§
4 f(a;):—g—?) 5 f(z) = V9 — a? 6 f(z) = 3sen2zx
7. f(z) =1+senz 8. f(z)=1—cosz 9. f(a:):tang

10. f(z) = Vsen?x 11. f(z) =In(2x + 1) 12. f(z) = 3Tt

Estudiar la paridad de las siguientes funciones :

1—x 23
L) )=

1. f(x)=3z—2a3 2. f(z)=|senz| 3. f(z) =log(

Sean f(x) = 22, g(z) = 2* y h(x) = sen . Escribir la expresién explicita de las funciones
fog,fogohy foh+hog.

Sean f(x) = 22, g(x) = 2% y h(z) = senz. Escribir como composicién de f, g y h las
funciones , ,
a) y=sen’x b) y =sen(2” +2%) c) y=2%""7"

Para cada una de las siguientes funciones, determinar una funcién inversa, especificando

los dominios de f y de f~1.

71—:1:
14z

4. f(:v):¥ 5. f(x):# f(x)_{%_l siz€Q

L. flz)=2x+3 2. f(z) = ? 3. f(z)

3r+1 siz¢gQ

Demostrar, aplicando la definicién de limite, que lim,_.; ax = a, donde a € R.

Para cada uno de los siguientes limites, determinar su valor, y comprobar que el resultado
verifica la definicién € — § de limite.

2
-1
1. lim 22 2. im 1:27
T—a z—0 = + 1
2
¢ —1 T
3. lim —— 4. lim ———
e 2+ 1 praivs 1+sen?z
Calcular
. T
lim ——,
x——+00 E[x]

donde E[z] denota la parte entera de x y verificar el resultado utilizando la definicién de
limite.



Calcular

10z — 1] — |10z + 1|
lim .
x—0 xT

18. Estudiar la continuidad de las funciones:

0 sizeQ 1 sizgQ
f(z) = g(z) =
1 sizégdQ r size

19. Encontrar una funcién f que sea discontinua en todo punto y tal que f? sea continua en
todo punto.

20. Sean f y g dos funciones.
a) Si no existen ni lim,_,, f(x) ni lim,_,, g(x), jpueden existir lim, ,,(f(z) + g(z)) vy
lim . (2)g(2))?
b) Si existe lim,_., f(z) y no existe lim,_., g(z), ;puede existir lim,_.,(f(x) + g(x))?
c) Si existe limg ., f(z) y limy—,(f(2) + g(z)), idebe existir lim, ., g(z)?
d) Si existe limg_., f(z) y limy—,(f(z)g(z)), ;debe existir lim,_., g(x)?

Sea f : [a,+00) — R una funcién continua. Demostrar que si lim,_. 4 f(z) = 0 entonces
f esta acotada. jEs cierto el reciproco?

22. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones, indicando en cada caso los tipos de
discontinuidad que presentan. En el caso de discontinuidades evitables, determinar cémo
debe definirse la funcién para extenderla de manera continua:

1. fl@)=|z—a| a€R 2. f(x):EE]

s qwm={ 7 el T EI
5. @)= (4o 9=l

o gwm={ B so@={5,, §I50

f@)=a" @20 J(@) = e

Sea f una funcién continua en x = 0 que verifica f(x+y) = f(x)+ f(y) para todo z,y € R.
Demostrar que f es continua en todo R.

24. Construir una funcién real continua en todo punto del intervalo [—1,1] salvo en el 0, que
tome valores de distinto signo en —1 y 1 y que no se anule en ningin punto.



25.

26.

27.

28.

29.

30.

32.

33.

34.

Demostrar que toda funcién polinémica de coeficientes reales y de grado impar se anula
en algin punto de la recta real. Mostrar con un ejemplo que esto no ocurre en general si
el grado es par.

Demostrar que existe algin x € R tal que senx = = — 1.
Estudiar las derivadas por la derecha y por la izquierda en zg = 0 de las funciones:

1

a) y=|z b) y=z» n>2

Estudiar las derivadas laterales en zo = 0 de la funcién f(x) = (23 + xQ)% (Es f continua
en xg = 07

Calcular
. sen(3+z)? —sen9
lim .
z—0 X
Demostrar que, si f es derivable en a, entonces

. flat+th)—fla=h) .,
p h = 2/a);

Considerando la funcién f(x) = |z|, comprobar que el limite anterior puede existir sin que
la funcion sea derivable en a.

Sea f(z) = (x — a)g(x), donde g es una funcién continua en a. Discutir si existe f'(a) vy,
en caso de que exista, calcular su valor.

Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcién f(x) = x — E|z], siendo E[z] la
funcién parte entera de x.

Estudiar la continuidad y derivabilidad de las funciones

. 1+« six <0

wseny siz#0 x si0<a<1

a) f(z)= 0 R b) flz)= 22—z sil<z <2
ST = 3x—22 siz>2

Estudiar la continuidad y derivabilidad en z = 0 de la funcién

Lo six#0

1+ew
f(z) =
0 siz=0

Dibujar su grafica en un entorno del origen.

Se define la funcién

2 1w
rsen siz#0

0 sizx=0



39.

40.

42.

43.

44.

46.

a) Calcular f'(z).
b) Estudiar la continuidad de f" en x = 0.

¢) {Qué puede afirmarse sobre la existencia de la funcién f”?
Sea g : R — R tal que g(0) = ¢’(0) =0y sea
g(x)sent siz#0
f(@) = T
0 siz=0
Calcular f/(0).

Sea f(x) = |z|3. Demostrar que existen la primera y segunda derivada para todo valor de
x, v que la tercera derivada existe en todos los puntos salvo en x = 0.

Calcular la ecuacién de la recta tangente a la curva y = tgx en el punto 7.
Hallar en qué puntos la tangente a la curva y = 23 4+ 5 es:

a) Paralela a la recta 12x — y = 17.

b) Perpendicular a la recta x + 3y = 2.
;Para qué valores de a la pardbola y = az? es tangente a la curva y = Inz?

El angulo entre dos curvas C] y Cy en un punto de intersecciéon P se define como el angulo
que forman las rectas tangentes a las curvas en P. Determinar el angulo de corte de las
curvas y = 2%, y = (v — 2)%.

Se sabe que una circunferencia C' de radio 1 tiene su centro en el eje OY y es tangente a
la pardbola y = 2. Determinar el centro de la circunferencia.

Demostrar que f(x) = 2 es derivable en # = 1 y = 3. Calcular df e Ay en dichos
puntos cuando Az =0, 1.

Utilizando la diferencial, aproximar el valor de la funcién f(z) = ¢ g?_ri en el punto
z=0,12.
Calcular la derivada de las siguientes funciones:
5/1+ 23
1. f(z) = .3 2. f(z) =2
1
3. f(@)=In(@+ Va2 + 1) 1L (@) = arctg(; Rkl
—x
5. f(z) =e” 6. flz) =m0 x>0
Demostrar que:
(n) T (n) T
a) (senz)\™ =sen(x + ng) b) (cosz)™ = cos(x + n§)



47.

48.

49.

Calcular la derivada n-ésima de las siguientes funciones:

1

r—a

1. flx)=¢em 2. f(z) =

flx) = ZSU_ 4. f(z) = In(z® + 62 + 11z + 6)

Se considera la funcién real f(x) = z™(1 — x)™ 4+ 1. Aplicar el teorema de Rolle para
demostrar (sin calcular la derivada) que la ecuacién f’(x) = 0 tiene al menos una raiz en
el intervalo (0, 1).

Determinar los valores del niimero real k para los cuales la funcién p(z) = 2% — 3z + k se
anula en algin punto de [—1,1].

Aplicar el teorema de Rolle para demostrar que la ecuacién ctbica 22 — 3z +b = 0 no

51.

52.

93.

54.

puede tener més de una raiz en el intervalo [—1, 1].

Sea f(x) =1-— 23. Probar que f(1) = f(—=1) =0, y que f'(z) # 0 Vz € [—1,1]. Explicar
por qué este resultado no contradice el teorema de Rolle.

Sea f una funcién real derivable en todo punto x € Ry tal que f(0) =0y |f'(z)] < 1
para todo z € R. Demostrar que |f(z)| < |z| para todo x # 0.

Sea p(z) = ag + a1 + -+ + a,2" con a; € R. Demostrar que si ag + 5 + -+ 2y =0
entonces la ecuacién p(z) = 0 tiene al menos una raiz en el intervalo (0, 1).

2

Probar que x* = xsenx + cosx tiene exactamente dos soluciones reales.

Demostrar que la ecuacién 23 4+ 922 + 33z — 8 = 0 tiene exactamente una raiz real.

56.

o7.

Demostrar las siguientes desigualdades utilizando el teorema del valor medio:
a) [senx —seny| < |r—y| Va,yeR.
b) 1-¢<Int<2_1con0O<a<hb

nz" ty—x) <y —a" <ny" Yy—z)si0<z <y n=12...

d) - < tebtea o 1 con 0 <a<b< 7.

cos2a — b—a — cos?b

Demostrar que (14 z)® < 1+ ax para todo z > 0, o € (0,1).

Utilizando el Teorema del Valor Medio, demostrar que

1 1
- < V66 -8 < =
9 8

Sean f y g funciones derivables en R. Demostrar que si f(a) = g(a) y f'(z) > ¢'(x) para

60.

todo x > a, entonces f(x) > g(z) para todo x > a.

Sea f una funcién continua en [0, 1] y derivable en (0,1) tal que f(0) =0y f’ es creciente
en (0,1). Demostrar que la funcién g(x) = f(x)/x es creciente en (0,1).



Encontrar una funcién f : R — R tal que f(1) = =1,f(4) =7y f'(z) >3 VzeR, o

demostrar que tal funciéon no puede existir.

62. Demostrar que no puede existir una funcién f : R — R tal que

f(x) >0, f'(z)<0, f"’(x)<0 paratodorecR.

63. Sea f : I = (a,b) — R una funcién derivable en I tal que |f(z) — f(y)| < |z — y|? para
todo x,y € I C R. Demostrar que f es constante en 1.

64. Comprobar que g(x) = 2arctgx + arcsen
hallar el valor de ésta.

T +x2, x € [1,00), es una funcién constante y

65. Una senal ha de ser transmitida de A a B a través de un punto P situado en la linea
de tierra. ;Dénde se situara este punto para que la distancia recorrida por la senal sea
minima?

66. Obtener el desarrollo de MacLaurin de orden n, con resto de Lagrange, de las siguientes

funciones:
1. f(x)=¢€" 2. f(z) =senx f(z) = Coshz
4. f(z) = 1 i . 5. f(z) = arctgx 6. f(z) =In(1+2)

67. Aproximar la funcién f(x) = In*(1 4 z) utilizando el polinomio de Taylor de grado 3
alrededor del punto xg = 0 y dar una cota del error cometido en el intervalo (—%, %)
Aproximar la funcién y = sen(x?) utilizando el polinomio de McLaurin de grado 6 y dar

una cota del error cometido en el intervalo (—1,1).

69. Comprobar las siguientes igualdades:

lnak 1 _n kK n
T2 + o(z") 2. 52— (—=1)%z" 4+ o(z")

k=0 k=0

2k+1

n n
o 2%+1 2nt1 1+z x It
1—x2_kzox +o(=™) ln\/l—a:_kZOQk:+1+O($ )

1 - " (a k
5. = ol 6 (1+m)azz<k>m T ofa™)
k=0 k=0
n p2k+1
7. In(l —x) Z— +o(z 8. arctgx = kz_:l(—l)k2k+ 1 + o(z?" 1)

70. Escribir el desarrollo limitado en el origen hasta el orden 3 de las funciones:

1. f(z) = (1+2)* f(z) = (1+senz)? 3. f(z)= { (1+x)= s% z>—-1yxz#0

e si x=0



71. Utilizar el desarrollo de Taylor de orden 2 de la funcién f(z) = (1 + x)% para calcular de
manera aproximada (1, 03)% y acotar el error cometido.

Calcular aproximadamente con un error menor que 0,0001.

1
Ve
73. Determinar en qué intervalo del punto x = 25 podemos aproximar la funcién f(xz) = \/z

utilizando su polinomio de Taylor de grado 3, si queremos que el error cometido sea menor
que 1073,

Utilizar el polinomio de Taylor de grado 2 para calcular un valor aproximado de v/70 y
dar una cota superior del error cometido en dicha aproximacion.

75. El método de Newton para aproximar una raiz r de la ecuaciéon f(z) = 0 consiste en, a
partir de un cierto ¢ € R, obtener la sucesion

i) = C
Tatt = W= f

Utilizar la férmula de Taylor de primer orden alrededor del punto x, con x = r para
demostrar que, si existe f”(x) en un intervalo I que contiene a r, T, y Tn+1 y, ademds,
|f"(z)] < My |f(x)] > K para todo x € I, entonces

M 2
|[Tny1 — 7] < ﬁ‘xn -
76. Calcular los siguientes limites:
3
-t

Lot S 2 lim L BT

z—0 x z—0 T — senx

1 T

3. lim oI 4. lim Ela]

z—0  arctg“x z—n

2 _ T _ T
5. lim 2@ lim &=

z—1 x2 —1 z—0 €

1-Vi—a?
7. lim cos(1/x) lim 721‘
z—0 z—0 x

1 1
i 3/ 3 2 _ 33 _ g2 i S
xh_}IIolo(\/l' + az? — /23 — ax?) 10. :lli%(SGHZ . x2)
1 1
11. xli%h (arctg x)T 12. rll)r_irrloo(ln x)
x
13 lim (tgz)*" % 4 lm Y
lim (tg2) T2

2

Calcular

tan(22) — 22
lim & an(z®) — z“senx

z—0 1_1/1_3:[;5




78. Calcular
. T — arctgx
lim ———

z—0tgx — arcsenx

79. Representar las graficas de las siguientes funciones:

2 _
1L f) = ””‘1:7;””1*4 2. flz)= Y2(z +3)
3. fla) = ng?’l 4 f(@) =e"V2r? —ax

f(ﬂc)_ﬂ f(x)=2"'Inz

- ekz—l\

La siguiente figura muestra la grafica de la derivada f’ de una cierta funcién f.

—20

-30

-40]

a) jEn qué intervalos es f creciente o decreciente?
b

c
d

Para qué valores alcanza f un maximo o minimo local?

)
)
) Esbozar la gréfica de f”.

) Esbozar una posible grafica de f.

81. Estudiar si las siguientes funciones estdn acotadas superior e inferiormente (en los intervalos
indicados) y, si es posible, calcular sus valores méximo y minimo:

1. flx)= 2, ze(0,n) 2. fz)=2% =zeR

x
2 L <
‘ _ 2 S ' = si x<a
3 fley=2% x>0 4 f(x) i+?2 s 1>a relR

f@)= <2, zeR fl@) = S5,z e (2, +0)

82. Sea f(x) = /|23 — z|. Determinar el maximo y minimo absolutos de f en el intervalo
[0,2].



Un alambre de longitud 1 se corta en dos trozos de longitud a y b. Con el primero se forma

84.

85.

86.
87.
88.

89.

90.

un cuadrado y con el segundo una circunferencia. Determinar para qué valores de a y de
b la suma de las areas es maxima y para qué valores es minima.

Calcular a,b, c € R de manera que la gréafica de la funcién f(z) = ax? + bx + ¢ pase por el
punto (1,1), f alcance un minimo local en dicho punto y la tangente a la grafica de f en
el punto de abscisa z = 2 sea paralela a la bisectriz del primer cuadrante.

Determinar a, b, ¢, d de modo que la curva y = ax® + bxz? + cx + d presente un méaximo y
un minimo en (0,4) y (2,0), respectivamente.

Entre todos los rectangulos de area dada A, jcuél es el de menor perimetro?
Entre todos los rectangulos de perimetro dado P, jcudl es el de mayor area?

Obtener, para z € [—2,2], el menor y mayor valor de la distancia entre el punto (0,1) y la

pardbola y = z2.

Con una cartulina de 60 cm. de lado se desea construir una caja de base cuadrada (sin
tapa) que tenga la maxima capacidad posible. Determinar las medidas de dicha caja.

De entre todas las latas cilindricas (con tapa) de un litro de capacidad, determinar las
dimensiones de la que utiliza menos material en su fabricacién.

10



